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RESUMEN

lanalisis asintotico es una antigua materia que tiene aplicaciones
en varios campos de la matematica pura y aplicada, en fisica e
ingenieria. Las técnicas asintoticas son usadas para aproximar
expresionesintegrales complicadas que resultan de distintas transformaciones

de analisis.

También las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales son calculadas
con mayor precision usando técnicas asintoticas. Una caracteristica importante en la
teoria de expansiones asintoticas es que juega un papel importante con la experiencia

y la intuicién al resolver problemas particulares vinculados con la naturaleza.

El objetivo de este estudio es presentar aproximaciones de esta teoria usando
funciones generalizadas. La teoria de funciones generalizadas es otra areaimportante
dentro de la matematica, en la cual se han encontrado aplicaciones para la fisica
e ingenieria. En diversos estudios se han encontrado la relacion entre las técnicas
asintoéticas y la teoria de distribuciones. La investigacion se orienta a saber en qué

espacios de distribuciones tales como E~,(R),P~,(R),O_y~,(R). la expansion es valida.

La técnica del momento de la expansion asintotica es valida para muchas
variedades de nucleos, tales como funciones generalizadas de rapido decrecimiento
y de rapidas oscilaciones. También la expansion asintotica proporciona desarrollo

de muchas integrales y series.

Algunas series pueden ser convergentes y asintoOtica, sin embargo, existen
series divergentes que son asintética, es por esta razéon que las series asintotica estan

referida a series divergentes.

Las distribuciones de rapido decaimiento en el infinito son de fundamental
importancia en el estudio de las expansiones asint6tica de funciones generalizada.

Esta expansion inmediatamente da el desarrollo clasico de varias integrales y series.

Vs

El momento de la expansion asintética esta referido con la expansion de los nucleos

distribucionales del tipo f(Ax)cuando A-o.
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ABSTRACT

symptotic analysis is an old subject that has applications in

various fields of pure and applied mathematics, physics, and

ngineering. Asymptotic techniques are used to approximate

complicated integral expressions resulting from various analytical
transformation. Also, the solutions of some differential equations are
calculated with greater precision using asymptotic techniques. An important
feature of the theory of asymptotic expansions is that it plays an important
role with experience and intuition in solving particular problems linked
to nature. The objective of this study is to present approximations of this
theory using generalized functions. The theory of generalized functions is
another important area within mathematics, in which applications have been
found for physics and engineering. Various studies have found a relationship
between asymptotic techniques and distribution theory. The research is
aimed at knowing in which distribution spaces such as E~,(R),P~,(R),O_y~,(R).
The expansion is valid. The momentum technique of asymptotic expansion
is valid for many varieties of nuclei, such as fast-decaying and rapidly
oscillating generalized functions. The asymptotic expansion also provides
expansions of many integrals and series. Some series can be both convergent
and asymptotic; however, there are divergent series that are asymptotic,
which is why asymptotic series are referred to as divergent series. Rapidly
decaying distributions at infinity are of fundamental importance in the
study of generalized asymptotic expansions of functions. These expansions
immediately give rise to the classical development of various integrals and
series. The moment of the asymptotic expansion is referred to the expansion

of the distributional kernels of the type f(Ax) as A-oo.

INTRODUCCION

El analisis asintético es una antigua materia que tiene aplicaciones en varios
campos de la matematica pura y aplicada, en fisica e ingenieria. Las técnicas
asintoticas son usadas para aproximar expresiones integrales complicadas que

resultan de distintas transformaciones en el analisis.
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También las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales son calculadas

con mayor precision usando técnicas asintéticas. Una caracteristica importante en la

teoria de expansiones asintoticas es que juega un papel importante con la experiencia

y la intuicion al resolver problemas particulares vinculados con la naturaleza.

El objetivo de este estudio es desarrollar un marco tedrico unificado que

integre el uso de funciones generalizadas, técnicas de desarrollo asintético y

expansiones distribucionales en la resolucion de ecuaciones, derivadas e integrales

usando funciones generalizadas.

La teoria de funciones generalizadas es otra area importante dentro de la

matematica, en la cual se han encontrado aplicaciones para la fisica e ingenieria.

Recientemente se ha encontrado la relacion entre las técnicas asint6ticas y la teoria

de distribuciones, las cuales aparecen en detalle.

METODOLOGIA

En este apartado se presenta el desarrollo de las diferentes demostraciones

aplicando métodos de integracion para determinar la veracidad de los teoremas

plateada y relacionar con las funciones generalizadas.

También se mostrara la dependencia de los teoremas, proposiciones y

definiciones en las funciones generalizadas.

La metodologia empleada en este trabajo siguio las siguientes etapas:

- Revision del estado del arte sobre la teoria de las funciones generalizadas

y de la teoria distribucional de desarrollo asintéticos, la cual consistié

en analizar la metodologia y resultados obtenidos en diversos articulos

publicados en revistas indexadas de matematica pura y aplicada.

- Esto permitié obtener una vision general sobre las diferentes variantes

Vs
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generalizadas.
n - Generacion de diversos desarrollos asintoticos de diferentes series
e funcionales divergentes.
o
o

existentes sobre la teoria de distribuciones. Se estudiaron multiples
procedimientos matematicos de la teoria distribucional de desarrollo
asintoticos, asi como sus diferentes aplicaciones ala teoria de las funciones
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FUNCIONES GENERALIZADAS
Definiciones Basicas

Definicion 1.1 El espacio D de funciones de pruebas consiste en todas las
funciones de valores complejos @(t) que son infinitamente diferenciable y a soporte

compacto.

Definicion 1.2 El soporte de una funcion continua @(t) es la clausura del
conjunto donde @(t)#0. Los puntos del soporte de una funcion generalizada son

llamados puntos esenciales.
Definicion 1.3 Una sucesion de funciones de pruebas {cbn } convergen en D si:
L. é_n (x)eD

2. El soporte de cada d)n(x) estd contenido en algin dominio fijo K

independiente de 7.

3. La sucesion {¢¥(x)} converge uniformemente para -co<x<co y k es

un entero positivo fijo.

.. k .
Observacién 1.4 El hecho de que 9n (x)converga uniformemente para cada
k, afirma que ¢X(x):s continua y es el limite de {pk ()}, por tanto, D es un espacio

completo.

Definicion 1.5 Una funcional flineal continua del espacio D, es una funcién
generalizada. El espacio de todas las funciones generalizada se denotara por D". D",es
el dual o conjugado del espacio D.

Esa funcional debe satisfacer:

1. Linealidad:

(fra(pl + ﬁﬁbz) = a(qubl} + ;G(fr Q”z)

2. Continuidad:

{pf(O¥=1 — ¢ () € D entonces{(f, p; M=y = (f, $())

El valor de fen la funcién de prueba ¢ se denota por:

(f, ) = f FG)(x)dx
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Las distribuciones mas simples estan dadas por funciones localmente
integrable, es decir, si f es una funciéon definida en U (conjunto abierto de R"),
entonces es localmente integrable, por ejemplo, satisface IK | flx)|dx< para cada

compacto K<U, entonces podemos construir una distribucién en U por la féormula:

(E)=J, f) d(x)dx

La cual esta bien definida en D(U) debido a que la integral es evaluada
sobre el soporte de ¢p(x) que es compacto y la continuidad sigue del hecho de que
si {q)n }-0 en D entonces existe un compacto fijo K con sopp d)n C K para nzn,y

entonces,

i€y ¢, ()dx 1</, |f()max{|¢[:x€U}—~0

debido a la convergencia uniforme de {cl)n }-0

Ejemplo 1.6 Siy € U, la funcional delta de Dirac en y, es la distribucién §(x-y)
dada por:

(3(xy),p(X)= & (y)
Donde la evaluacion es con respecto a x donde y es un elemento fijo en U.

Observacion 1.7 Las distribuciones que se obtienen de una funcion
localmente integrable son llamadas distribuciones regulares, en casos contrarios,

son distribuciones singulares.
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OPERACIONES CON FUNCIONES GENERALIZADAS
Sean f, g funciones generalizadas, a€C, xeR", teR", €D
1. Suma:
(frgd)=(Ed)+(g.d)
2. Producto de una distribucion por una constante:
(af,p)=(f,ad)
3. Traslacion:
(f(tx),¢ (x))=(f(1),d (t+x))
4. Trasposicion:
(-0, O)=(f(O (D)

Multiplicacion de la variable independiente por una constante positiva:

&

6. Sif,g son localmente integrables entonces, (fg,d)=Jf(t)g(t)d(t)dt

Proposicion 1.8 Sea ¢ una funcién infinitamente diferenciable, f una funcion

generalizada y ¢ una funcion de prueba del espacio D, entonces:

(Pfd)=(E@d)=J [ [0 ()P (0)]dx=[@ COF()]p(x)dx]

Demostracion:
Para cada ¢p€D,pd€eD y @o¢ es cero cuando ¢ es cero, esto significa que @beD
Sean <|)1 y q)ZED,a,BEC;
(pfad +Bb, )=(Fapd +Bod, )
=(fapd, )+{EBOD, )

= a(@fd, )+B(ofd,)

-

-

SOJI4ILN3ID SOTNIILYY
sepual)



Revista Torredn Universitario / Vol. 14 / NGm. 41 /octubre 2025 - enero 2026/ / ISSN: 2410-5708 / e-ISSN 2313-7215

Sea {¢,,(x)}i=, — 0 entonces, hay que probar que {¢¢,(x)}7=, = 0

PP — 0Pl = [9(@n — ¢
= lell¢n — il

= lim|o|[¢, — @i =0

k—oo

De aqui se deduce

(@f @n) = (f.0P,) = 0

Por tanto ¢f es una funcional lineal continua.

Definicion 1.9 Una sucesion de funciones generalizadas {frl } converge en D,

si para cada ¢€D, la sucesion numérica (fn,cb) converge.

Teorema 1.10 Sea {fn (x)} una sucesion de funciones localmente integrable
que convergen puntualmente en casi todo punto a la funcién f(x) y |fn ®)|<gx), gx)
es una funcion localmente integrable, entonces f(x) es localmente integrable en la

correspondiente sucesion de funciones generalizadas {f,,},,Z..f enD’
Demostracion:

Por el teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue se asegura que
f(x) es localmente integrable, también para una funcién fija ¢€D, la sucesion {fn
¢}-fod y todo elemento de esta sucesion es cero fuera de un compacto y entonces es

integrable sobre R"; por teorema general de convergencia de Lebesgue se obtiene:
lim (fi,, @) = lim [ 2. fie(x) p()dx = [nf () (X)dx = (f, D)

Observacion 1.11

1) El teorema anterior es valido sila sucesion {fn} de funciones localmente
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integrable convergen uniformemente en un dominio acotado de R" ala funcién

f(x).
© 2) D es un subespacio de D".
— \
c
.3 3) La convergencia en D implica convergencia en D".
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4) La operacion de pasaje al limite es lineal, es decir, si f=limf, y a€C

o es una funcion infinitamente diferenciable entonces gim af, =a ;}im fie = af
"—C0 "— 00
5) Toda funcional singular es el limite de una sucesion de funcionales
regulares.

6) Toda funcion generalizada es el limite de funciones generalizadas

concentrada en conjuntos compactos.

DIFERENCIACION E INTEGRACION DE FUNCIONES
GENERALIZADAS

Primeramente, consideraremos una funcion ordinaria de una variable. Sea
flx) una funcion continua con primera derivada continua (en el sentido usual) y

consideremos el funcional:

(fLoy=| [fx)e(x)dx

— o0

Integrando por parte, se obtiene:
+o0
(f. @) = F()P(0) |22 —f f)¢ (x)dx = ({f, —¢)
usaremos esta ecuacion para definir la derivada de una funcién generalizada

Definicion 1.12 Sea funa funcional lineal continua en D, entonces la funcional

g definida por:
(8d)=(L(-d)")

d
es llamada la derivada de fy es denotada por f* O & , entonces,

f)e()dx =— [  f(x)¢(x)dx

— o —_

Para mostrar la consistencia de esta definicion, se debe probar que g es una

funcional lineal continua en D.
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(g.ady + Bdz) =(g.ady) +{g.B¢2)
= a(g,¢,) + B(g. P2)
= af, =) + B(f, —d3)
={f,—ad;) +({f,—B2)
= (f.—ad; — B¢3)
={g.a¢, + [¢,)

Esto muestra que g es lineal, para ver la continuidad, haremos:
Sea una sucesion de funciones {¢,(x)}>, —» 0 en D, deacuerdo a la definicién de

convergencia, la sucesion {—¢;,(X)};i=; = 0 en D. El hecho de que f[]es continua

implica que:
(9. @) = (f.@n) = 0

Ejemplo 1.13 Sea H(z) la funcion de Heaviside, definida por

1x>0
H(x)_{o x<0

entonces, su primera derivada es:
(H(x),$(x)) = -(H(x), ¢ (x))

=—J5 ¢ () dx=4(0)
en conclusion, tenemos que:

H'(x)=6(x)

Definicion 1.14 La derivada parcial de primer orden Z(i=12,....n) de una

funcién generalizada f definida sobre R" son las funcionales en D dada por:

Vs
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(L.¢)=(r.-2) (=12 ...n)¢p €D
Proposicion 115 La derivada parcial de primer orden de una funcion

generalizada es también una funcién generalizada.

Ciencias
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Demostracion:
(L agy +Bo) = (f.—a >~ BL)
= (f,—a %) + (f, B L)
= (Fag,) + L Bo2)
Sea {¢,(x)}i=, — 0 en D, esto significa que [%};m 0 en D, si f es continua se tiene:

ad do,,
<£%ﬁvﬁ%

n — co

Proposicion 116 Las derivadas mixtas de funciones generalizadas son

independientes del orden de diferenciacion, es decir,

?f  f
ot;0t;  dt;0t;

Demostracion:

f . 9f 8¢
<at!at}’¢}_<ﬂ_t_r_ﬂ_n

92f
"ot ot;

={f )

a2f
= 53

of 99

={=,——

ot at

a%f
at;ot;’

= { é)

-

o)

-
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Proposicion 1.17 Sea ¢ una funcién infinitamente diferenciable y funa funcion

generalizada, entonces:

2 — ol Fof
at; ((af) - (pati +f6t,'

Demostracion:
(3 (0). 9) = (of.~ 3

- o3
=~ (f.5 99— 52 ()
= —{f. 5 (@) + (.22 ()
=L o0)+ GE1.9)

= (0 L. B+ GEf. )

ke;
Definicion 118 Sea D* =T, (57) * entonces (D¥f, ¢) = (f, (~1)*D*¢)

Teorema 1.19 La diferenciacion es una operacion lineal continua en el espacio

D’, en el siguiente sentido:
1. Linealidad: Sean f,g[][funciones generalizadas y a€C[]
DX (f+g)=DX f+DX g
DX (af)=aDX f
2. Continuidad: La sucesion {f;}.=. f en Dy {D¥f,},=.. D* en D.
Demostracion:
(D*(f +9).¢) = {f + 9. (-1)*D*¢)

= {f, (=1)*D¥¢) + (g, (-1)*D*¢)
= (D*f, ¢} +(D*g, §)

Vs

Sea ¢ € D, entonces D¥¢ € D.

(D*f #) = (fu. "1)¥D¥*¢) — (f. (—1)*D*¢) = (D*f. ¢)
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Observacion 1.20
1) Toda funcién generalizada tiene derivada de todo orden.

2) Laindependenciadel orden de diferenciacion de las funciones generalizadas
con derivadas mixtas, constituye un fenomeno de mayor alcance que el que se

efectua en el analisis clasico.

3) Toda funcién localmente integrable tiene derivada de todo orden en el

sentido de funciones generalizadas.

4) La derivada ordinaria de una funcion f, no tiene por qué coincidir con la

derivada en el sentido de funciones generalizadas.

CONVOLUCION DE FUNCIONES GENERALIZADAS

Sean fg son funciones absolutamente integrables y A(x)=f(x)*g(x) es su

convolucion, entonces:
(h(0), ¢ () = | hO$E)dx = [ dx | fFDgt = Np)dy
=[[ F(g(M et — y)p(x)dy

Definicién 1.21 Sean f, g funciones generalizadas, su convolucion definida
por:

(f*g,d)=(f(x) X g(y),d(x+y)) tiene sentido, si satisface al menos una de las dos

condiciones:

1) fo g tiene soporte acotado.

2) En R, el soporte de fy g estan acotado en el mismo lado.

(f=0 para x<ay g=0 para y<b)
Demostracion
Caso 1:
Supongamos que f tiene soporte acotado y g una funcional.
(F*gd)=(fx) xg(y),p(x+y))
=(g(y),(f(x),p(x+y))) €Y)

-
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((f(x),d(x+y))) es una funcion infinitamente diferenciable que se anula para
ly|—=o0, esto implica que el soporte de f{x) y ¢p(x+y) no se intersecan, entonces este
soporte esta en Ym(Espacio de funciones de pruebas de m variables independientes
y 1,yz,...ym) y por tanto g(y) tiene soporte acotado y se puede aplicar al funcional

((f(x),d(x+y))) que en general no tiene soporte acotado.
Caso 2:

Asumamos que los soportes de f,g[]estan acotados alaizquierda. ((f(x),p(x+y)))
es una funcion infinitamente diferenciable que se anula para |y|—>, esto implica
que el soporte de f{xz) y ¢(x+y) no se intersecan, entonces para cada y la funcion
((f(x),d(x+y))) se anula y su soporte esta acotado a la derecha, pero el de g(y) esta
acotado a la izquierda, entonces, la interseccion de los soportes esta acotado y por

tanto la expresion (1) simbélica tiene sentido.
Proposicion 1.22 Sean f,g funciones generalizadas, entonces f*g=g*f
Demostracion:
(F*g,0)=(fx) xg(y)).d(x+y)
=(g(y)xf(x),p(x+y))
=(g(y),(Xf(x),p(x+y)))
=(g*.$)

Proposicion 1.23 Sean f,g funciones generalizadas. El soporte de f*g es la suma

de los soportes de fy g.
Demostracion:
Sea Q el complemento de Q f+Qg entonces Q es abierto.
(F*g,0)=(f()xg(y),p (x+y))=0

Cuando el soporte ¢(x+y) esta contenido en Q. El soporte de f(x)xg(y) es el
conjunto cerrado Q fxﬂg si (x,y)€EQ fog, X+yEQf+Qg, es decir, el soporte ¢(x+y)EQ
que no se intersecan con Q_f+Q_g entonces el soporte de ¢p(x+y) esta definidos en

un conjunto x+y€Q, por tanto, el soporte de db(x+y) es el conjunto no nulo de

f(x)xg(y).
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Proposicion 1.24 Sean f,g funciones generalizadas, entonces
D(f*g)=Df*g
~f*Dg
Demostracion:

Sea dlx+y) _ dp(x+y)
delx+y) x+y
do = oy Para g€ D|

(D(f * 9), ) = (f * g, — 2D)
= (F@) x g3, -

= (f (), (9, — &),

d(x+y)

dg(y)
= (f(0), (i—y.d}(x + y)))

= (f() = (“‘;ﬁ’)@(x ¥ y)))

Por el hecho de que la convolucién es conmutativa se verifica que:

Df*g=f*Dg

Proposicion 1.25 Sean f,g funciones generalizadas, entonces

h(t-a)=f(t-a)*g(t)=1(t)*g(t-a)
Demostracion:
Sea ¢p€D, entonces

(h(t-a),p(D)=(h(D),p(t+a))
=(f(O)*g(0),p(t+a))
=(f(Oxg(x),Pp(t+x+a))
=(f(1),g(x),p(t+x+a))
=(f(V),(g(x-a),(t+x)))

=(f(H)*g(x-at),p(t+x))
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Donde usando la conmutatividad se completa la demostracion.
Ejemplo 1.26
8(t-a)*f(t)=f(t-a)
mas generalmente obtenemos:
50 (t-a)*f(t) =f"™(t-a)
Porque para cualquier ¢€D tenemos:
(8% (t-a) (D), p () =((D) (6™ (r-2) d(t+1)))
=(f((6™ (), (t+T+a)))
=(f©,CD™ ™ (t+a))
=((™ (0,p(t+a))
=(™ (-a),0(0)
Observacion 1.27

1) El producto directo de funciones generalizadas es también una funcion

generalizada.

2) Sif,g son funciones generalizada sobre R!, entonces f*g es también una

distribucién generalizada sobre R

3)  El proceso de convolucién no es en general asociativo (a menos que se
asuma que los soportes de dos de las tres funcionales estén acotados a ambos lados

o que los tres estén acotados al mismo lado)

A" fag) =L, &S _ _
) o=y rconptq=mpq=0123, ...
5) El producto directo es conmutativo y asociativo.

Teorema 1.28 (Regularizacion de una Distribucion)

Vs
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Sea funa funcion generalizada, $€D. Entonces 2=f*g es una funcion ordinaria

dada por:

1) h(t)=(f(x),p(t-x)) y si h(t) es infinitamente derivable.

Vs

ak ak
2) e (0 = {f(x), 5 0 (t — x))
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Demostracion:
(f(x),$(t-x)) es una funcién infinitamente derivable tal que:
dk

dk
SAFCO, B = ) = (0, 3 b = )

Por tanto, si (1) es valido entonces (2) también lo es.
Sea 0 una funcion arbitraria de D, entonces
(h*0)=(fx)*d(y),0(x+y))
=(f()xX(y),0(x+Y))
=(f(),(¢(¥),0(x+y)))
=(f),(6(¥),$ (yx)))
=(fCIX6(y),$ (y-x))

Ahora el soporte de f(x)Xd(y) con 6(y-x) es acotado y por la conmutatividad

del producto directo, se obtiene:
(h*8)=(6(y) xf(x),d(y-x))
=(0()xf(x),$(y-x))
=(f(),¢yx),8(y))

CONCLUSIONES

Las funciones generalizadas son una herramienta poderosa en matematicasy
fisica, ya que permiten extender el concepto de funciones mas alla de las definiciones
tradicionales. Estas funciones, que incluyen distribuciones como la delta de Diracy
la funcion escalon de Heaviside, son fundamentales para el analisis de sistemas en

diversas areas, como la teoria de senales y la mecanica cuantica.

En resumen, las funciones generalizadas nos ofrecen un marco flexible y
robusto para abordar problemas complejos, facilitando la resolucién de ecuaciones

diferenciales y la representacion de fenémenos fisicos de manera mas efectiva.

Las funciones generalizadas, al integrarse con el analisis de funciones
complejas, amplian significativamente nuestras herramientas matematicas.

En este contexto, las funciones generalizadas permiten tratar singularidades y

-

-
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comportamientos no convencionales de funciones complejas, facilitando el estudio
de problemas en teoria de entornos y en la resolucion de ecuaciones diferenciales

complejas.

Ademas, conceptos como las distribuciones y las transformadas de Fourier
se vuelven esenciales para entender fenémenos en fisica e ingenieria, donde las

funciones complejas juegan un papel crucial.

Un ejemplo de las funciones generalizadas es en el analisis de algun circuito
eléctrico al que se le somete una tension muy elevada en un corto lapso de tiempo,
o un sistema mecanico al que se le aplica una fuerza externa de gran magnitud y la

cual solo actiia en un pequeno instante en el tiempo.

En conclusion, la combinacion de funciones generalizadas y funciones
complejas no solo enriquece el analisis matematico, sino que también proporciona

un enfoque mas profundo y versatil para abordar problemas en diversas disciplinas.
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